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RETTA REALE ­ PIANO CARTESIANO ­ GEOMETRIA ANALITICA 

•  La retta reale 

Si chiama retta reale il modello geometrico del sistema dei numeri reali R costituito da una retta  r 
sulla  quale  siano  stati  fissati  due punti, O  (origine)  e   U  (unità), dotata di un verso positivo 
(solitamente verso destra) che stabilisce un ordine tra i suoi punti: se P si trova a sinistra di Q si 
dirà che P precede Q  e si scriverà  PΑ Q. 

Ad ogni numero reale r corrisponde uno ed un solo punto sulla retta reale con le seguenti modalità: 
a  0  corrisponde l’origine O 
a  1  corrisponde l’unità  U 
dato un numero reale x, se x>0   il suo corrispondente X si trova a destra di O ed è il secondo 

estremo del segmento di estremo inferiore O e di lunghezza x; 
se x<0  il  suo  corrispondente X  si  trova  a  sinista  di O  ed  è  il  primo 

estremo del segmento di estremo superiore O e lunghezza −x. 
Tale corrispondenza è biunivoca, cioè ad ogni punto P della retta reale corrisponde uno ed un solo 

numero  reale  p,  che  è  la  misura  orientata  del  segmento  di  estremi  O  e  P,  vale  a  dire  la 
lunghezza del segmento  OP  se OΑ P, l’opposto della lunghezza di  PO  se PΑ O. 
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Il  numero  reale  r  corrispondente  al  punto P  è  detto  ascissa  di  P e viene  indicato anche con xP;  si 
scrive  P≡r  o  xP = r. 

Sulla retta reale r si stabilisce quindi un’equivalenza tra punti e numeri reali e per questo motivo è 
lecito, “confondere” punti e numeri reali senza che questo abuso comporti gravi conseguenze; 
capita  perciò  di  dire,  ad  esempio,  “il  punto  x1  è medio  tra  x2  e  x3”  anzichè  “il  punto P1  di 
ascissa x1 è il punto medio tra P2  di ascissa x2  e P3 di ascissa x3”. 

Si osservi che i segmenti sulla retta reale risultano orientati: 
il segmento  PQ  è orientato positivamente se  PΑ Q; P ne è l’estremo inferiore e Q l’estremo 

superiore; la sua misura è positiva: m( PQ )= xQ−xP =l( PQ ); 
il segmento  PQ  è orientato negativamente se QΑ P; Q ne è l’estremo inferiore e P l’estremo 

superiore; la sua misura è negativa: m( PQ )= xQ−xP = −l( PQ ). 
La distanza  tra due punti P e Q sulla  retta r è la lunghezza del segmento  PQ , ed è indipendente 

dall’orientamento, perciò  d(P, Q) = l( PQ ) = | xQ−xP|. 
Gli  intervalli  limitati  (vedi  cap.  1)  sono  rappresentati  sulla  retta  reale  da  segmenti  orientati 

positivamente, dotati o meno di uno o entrambi i punti estremi. La loro misura coincide con la 
lunghezza ed è indipendente dalla chiusura: 

l([a, b]) = l([a, b)) = l((a, b)). 

•  Il piano cartesiano 
Il piano cartesiano ♥  è il modello geometrico del prodotto cartesiano R×R ed è costituito dal piano 

euclideo π  dotato di un sistema di riferimento ortogonale, cioè di due rette reali  x e y  tra 
loro perpendicolari    e con  l’origine O in comune. Il sistema di riferimento viene indicato con 
Oxy. 

Le  rette  x  e  y  sono dette assi cartesiani; se  l’unità di misura è la stessa sui due assi, se cioè i 
segmenti unitari  OU  e  OU'  sono uguali, il sistema di riferimento è detto monometrico. 

Il piano cartesiano risulta suddiviso in quattro quadranti.
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Ad ogni punto P del piano viene associato uno ed un solo elemento di R×R, cioè una coppia ordinata 
di  numeri  reali  che  sono,  rispettivamente,  le  ascisse  delle  proiezioni  ortogonali  del  punto  P 
sull’asse x e sull’asse y. Ad esempio, al punto Q viene associata la coppia ordinata 

<xQ, yQ> (vedi fig. 1), con xQ<0 e yQ>0. 
La corrispondenza così stabilita è biunivoca, cioè invertibile: 
ad  ogni  coppia  ordinata  <r,  s>  di  numeri  reali  è  associato 
l’unico  punto  R  del  piano  che  è  intersezione  della 
perpendicolare  all’asse  x  per  il  punto  r  con  la 
perpendicolare all’asse y per il punto s. 
Si scrive  Q ≡ <xQ, yQ>,  R ≡ <r, s>. 
I due numeri reali che caratterizzano un punto si chiamano 
le  coordinate  cartesiane  del  punto  stesso;  la  prima 
coordinata è detta ancora ascissa, mentre la seconda prende 
il nome di ordinata. 

Di conseguenza, la retta x è detta anche asse delle ascisse e  la retta y  asse delle ordinate. 
I punti dell’asse x sono caratterizzati dall’avere ordinata nulla: X ≡ <x, 0>; 
i punti dell’asse y sono caratterizzati dall’avere ascissa nulla: Y ≡ <0, y>; 
l’origine O del sistema, quindi, è O ≡ <0, 0>. 

•  Distanza tra due punti 

Dati due punti P1 ≡<x1, y1> e P2 ≡<x2, y2> in un riferimento cartesiano Oxy, la loro distanza  d(P1, 
P2) è la lunghezza del segmento di estremi P1 e P2, ipotenusa del triangolo rettangolo 

QKP 
> 

. 
Per il teorema di Pitagora 

d(P1, P2)= l( P P 1  2  ) =  (  )  (  ) x  x  y  y 1  2 
2 

1  2 
2 − + − 

Il punto medio  M  del segmento  P P 1  2  è 

M = 
x  x  y  y 1  2  1  2 

2  2 
+ +  

  
 
  , 

•  Equazioni di una traslazione del sistema di riferimento: 
X  x  a 
Y  y  b 
= − 
= − 

 
 
 

dove  a,b ∈ R, 

x e y sono le coordinate di un punto P nel sistema di riferimento Oxy; 
X e Y  sono le coordinate di P nel nuovo sistema di riferimento O’XY  in cui gli 

assi sono rispettivamente paralleli ed equiversi ai precedenti; 
a e b  sono le coordinate del punto O’ nel sistema di riferimento Oxy.



32 

•  Retta:  equazioni 

y  mx  q  m q 

ax  by  c  a  b  c  a  b 

y  y 
y  y 
x  x 

x  x 

= + ∈ 

+ + = ∈ ≠ ∨ ≠ 

− = 
− 
− 

− 

(  )  , 

,  , 

(  )  (  )(  ) 

2 

1 
2  1 

2  1 
1 

1  2 

0  0  0 

R 

R 

( 1 )  retta congiungente i punti P1 = (x1,y1)  e   P2 = (x2,y2)  con x1 ≠ x2. 
( 2 )  al variare di m e q  e di P1 e P2  , rispettivamente, , le due equazioni rappresentano tutte le rette 

del piano tranne le parallele all’asse y le cui equazioni sono x = h,  h∈R. 

coefficiente angolare  o  pendenza:  m = − = 
− 
− 

= 
a 
b 

y  y 
x  x  tg 2  1 

2  1 
α 

dove α  è l’angolo che la retta forma con il semiasse positivo delle ascisse. 
Siano  r  di equazione  ax+by+c = 0  (oppure  y = mx+q) 

s  di equazione  a1x+b1y+c1 = 0  (oppure  y = m1x+q1), allora 

r coincide con s  se e solo se 
a 
a 

b 
b 

c 
c 1  1  1 

= =  (oppure  m = m1 ∧ q = q1 ) 

r è parallela ad s  se e solo se 
a 
a 

b 
b 

a 
a 

c 
c 1  1  1  1 

= ∧ ≠  (oppure  m = m1) 

r è perpendicolare ad s  se e solo se 
a 
a 

b 
a 1 

= −  (oppure  m1 = − 
1 
m 
). 

Equazione di un semipiano  che ha per origine la retta di equazione  ax+by+c = 0: 
ax+by+c ≥ 0  oppure  ax+by+c ≤ 0 

•  Circonferenza:  luogo dei punti del piano equidistanti da un punto fissato   C  detto “centro”. 

­2  ­1  0  1  2  3  4  5  6 

­1 

0 

1 

2 

3 

. C 

Se  C ≡ <α, β>  è il centro e  r  è la distanza (raggio),
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equazioni: 
(  )  (  ) x  y  r 
x  y  ax  by  c 
− + − = 
+ + + + = 
α β 2  2  2 

2  2  0 

dove α = − = − = − + − − 
a  b 

r 
a  b 

c 
2  2  2  2 

2  2 ,  ,  (  )  (  ) β  e  (  )  (  ) − + − − > 
a  b 

c 
2  2 

0 2  2  . 

•  Parabola:  luogo dei punti del piano equidistanti da una retta fissata (direttrice) e 
da un   punto fissato (fuoco). 

equazioni: 
y  ax  bx  c 
x  ay  by  c 
= + + 
= + + 

2  1 

2  2 

(  ) 
(  ) 

( 1 )  in un sistema di riferimento Oxy  nel quale l’asse x  è parallelo alla direttrice; in questo caso: 

vertice:  V ≡<− − 
− b 

a 
b  ac 

a 2 
4 

4 

2 

,  >;  asse di simmetria:  x = − 
b 
a 2 

fuoco:  F ≡ <− − 
− b 

a  a 
b  ac 

a 2 
1 
4 

4 
4 

2 

,  >;  direttrice:  y = − − 
− 1 

4 
4 

4 

2 

a 
b  ac 

a 
; 

( 2 )  in un sistema di riferimento Oxy  nel quale l’asse y  è parallelo alla direttrice; 
le parabole di equazione ( 2 ) sono simmetriche di quelle di equazione ( 1 ) (per gli stessi valori di 
a,b e c)  rispetto alla bisettrice  y = x  del primo e  terzo quadrante, quindi  le coordinate del 
vertice e del fuoco e le equazioni dell’asse di simmetria e della direttrice si ottengono da quelle 
precedenti scambiando x con y. 

­2  ­1  0  1  2  3  4  5  6 
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(2) 

d1 

•  Ellisse:  luogo geometrico dei punti del piano per i quali la somma delle distanze da due punti 
fissati (fuochi) è costante. 

Se   P  è un punto dell’ellisse, si pone  PF  PF 2 1 

____  _____ 

+  = 2a, con a>0. 
Se  c  è la distanza  dei fuochi dall’origine, posto  b 2 = a 2 − c 2 : 

equazioni: 

x 
a 

y 
b 

y 
a 

x 
b 

2 

2 

2 

2 
1 

2 

2 

2 

2 
2 

1 

1 

+ = 

+ = 

(  ) 

(  ) 

( 1 ) in un sistema di riferimento Oxy  nel quale   F1 ≡ <−c , 0>  e   F2 ≡ < c , 0>; 
( 2 ) in un sistema di riferimento Oxy  nel quale   F1 = <0 , −c>  e   F2 ≡ <0 , c>.
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0 
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(1) 

(2) 

F1  F2 

F1 

F2 

a 

b 

a 

b 

eccentricità:  e = 
c 
a 
< 1 ;  assi di simmetria:  x = 0   e  y = 0. 

•  Iperbole:  luogo dei  punti  del piano  per  i  quali  la  differenza  delle distanze da due punti  fissati 
(fuochi) è costante. 

Se   P  è un punto dell’iperbole, si pone  | PF  PF 2 1 

____  _____ 

−  | = 2a, con a>0. 
Se  c  è la distanza  dei fuochi dall’origine, posto  b 2 =  c 2 − a 2 , 

equazioni: 

x 
a 

y 
b 

y 
a 

x 
b 

2 

2 

2 

2 
1 

2 

2 

2 

2 
2 

1 

1 

− = 

− = 

(  ) 

(  ) 

( 1 ) in un sistema di riferimento Oxy  nel quale   F1 ≡ <−c, 0>  e   F2 ≡ < c, 0>; 

asintoti:  y = 
b 
a 
x  e  y = − 

b 
a 
x; 

( 2 ) in un sistema di riferimento Oxy  nel quale   F1 ≡ <0, −c>  e   F2 ≡ <0, c>; 

asintoti:  x = 
b 
a 
y  e  x = − 

b 
a 
y; 

eccentricità:  e = 
c 
a 
> 1 ;  assi di simmetria:  x = 0   e  y = 0; 

­4  ­2  0  2  4 

­2 

0 

2 

(1) 

a F1  F2 

V1  V2 

Iperbole equilatera:  b = a.
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equazioni: 

x  y  a 
y  x  a 
xy  k 

y 
x 
x 

2  2  2  1 

2  2  2  1 

2 

3 

− = 
− = 
= 

= 
+ 
+ 

(  ) 
(  ) 

(  ) 

(  ) 
α β 
γ δ 

( 1 ) riferite agli assi di simmetria 
( 2 ) riferita agli asintoti 

( 3 ) γ ≠ 0 ∧ αδ − βγ ≠ 0;  riferita a rette parallele agli asintoti  di equazione  x = − 
δ 
γ 

e  y = 
α 
γ 
. 
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(1) 

a F1  F2 
V1  V2 

y=x 

y=­x 
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2 

(2) 

y=x 

y=­x 

V1 

V2 

xy=1


