Definizione di funzione

Unafunzionef tradue insiemi non vuoti A e B € unaregola che associa ad ogni e emento di A un
unico elemento di B.

Indichiamo questa corrispondenzatrainsiemi: frd—= 8

aUnafunzione /1 4= & , A eB sottoinsiemi di R, si dice matematica o analitica se esiste una
relazione y = f(x) che permette di calcolare univocamenteil corrispondente valore y appartenente a
B.

mQuesta corrispondenza tra elementi si indica con: y = f(x) (s legge effe di x).
L'equazioney = f(X) € I'espressione andlitica della funzione matematica, con X ey rispettivamente
variabile indipendente e variabile dipendente.

=Se x & un qualsiasi elemento dell'insieme A (¥ € 4) con f (x) indichiamo I'dlemento % € £ che
corrisponde ad x mediante lafunzionef .
L'elemento y di B si dice immagine di x mediante f.

mll dominio D (o Campo di Esistenza CdE, o ancheinsieme di definizione) di unafunzione eil piu
ampio sottoinsieme di R costituito datutti e soli i valori dellax per cui esistano finiti i
corrispondenti valori di y = f(x).

b= {xE Fiesista finito y=F(x) 1n R}

mll codominio C di unafunzione éil sottoinsieme di R costituito datutti gli elementi y
corrispondenti dei punti x appartenenti al dominio dellafunzione.

' ={ye RIFxe Dlacui immagine f(z) = y}

Classificazione

E' possibile classificare le funzioni considerando il tipo di operazioni matematiche che compaiono
nella sua espressione analitica. Si distinguono:

mle funzioni algebriche (in cui compaiono solo operazioni di tipo algebrico: addizione sottrazione,
moltiplicazione, divisione, potenza);

mle funzioni trascendenti (contenenti operazioni trascendenti: logaritmo, esponenziale o le funzioni
goniometriche).

mLe funzioni agebriche possono essere:

» raziondi intere

_ n u-1 — 3 _
[ in generale sono del tipo: ¥ ~ %% tAF T F @ e @kt dy o ¥ =387 - 224

» razionali fratte
y;*i(x) » 3x —2x +1
[ sono del tipo B(x) con A(X) e B(x) polinomi nellavariabile x; es. x=2 ]




» irrazionali

[ contenenti radicali; es: ¥ = 2%~ “’m]
mLe funzioni trascendenti possono essere:

» logaritmiche[ es: ¥ ~loglx—1);

» esponenziali [ es; ¥ = 3% ~1 +4‘EH]

» goniometriche[ es; ¥ = 8% ~ 35;3;3;;]

SCHEMATIZZANDO:
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fR—R

Studio grafico-analitico delle funzioni reali a variabilereale *—¥=J*]

Sequenza dei passi minimi utili allo studio di unafunzionereale ¥ = Flx)

Stabilire sela funzione presenta delle smmetrie e/o e periodica

» Se¥*= f[x)ésimmetricarispetto al'assey, deve verificarsi:

Flal=rl- "). (funzione pari)

» Se = Jr[x)ésimmetricarispetto al'origine degli assi, deve verificarsi:

- flal= (- x). (funzione dispari)

Nel caso in cui lafunzione siasimmetrica, si puo restringere lo studio dellafunzione ai soli valori
positivi e dunque costruireil grafico nel solo semipiano %= U per ottenereil grafico completo
bastera simmetrizzare la curva ottenuta rispetto all'asse y o al'Origine.

» SeV ™ f(x)é periodica, si puo limitare lo studio all'ampiezza del periodo.



Determinareil Campo di Esistenza, o Dominio, della funzione
(Si trattadi individuare gli intervali in cui lafunzione assume valori Reali; ovvero determinare

l'insieme dei punti *in cui lafunzione non & definita ed escluderli).
Classificail tipo di funzione

» seeunafunzionerazionale interail suo dominio é costituito da tutto |I'asse Reale
» selafunzione e unarazionale fratta, imponi che il denominatore sia diverso da zero.
| punti che annullano il denominatore della funzione non appartengono al suo CDE, per tali punti

*ilafunzione non esiste; le rette verticali passanti per quei punti sono asintoti verticali per lacurva;
selafunzione eirrazionale, guardal'indice del radicale:

» se e pari dovrai imporre cheil radicando non sia negativo poiché lafunzione é avalori Redli,

» seedispari, non ci sono imposizioni.

» Selafunzione élogaritmicaricordati di imporre che I'argomento del logaritmo sia strettamente
positivo.

» Selafunzione é esponenziale non ci sono imposizioni.

» Selafunzione e trigonometrica bisogneraimporre che gli argomenti della funzione tangente

[2k+1)3, ke 7

M

siano diversi damultipli dispari di angoli retti

» Quando lafunzione & composta da funzioni di tipo diverso tutte Ie imposizioni dovranno essere
verificate contemporaneamente, ovvero le condizioni dovranno essere legate e condotte
algebricamente come un sistema di equazioni.

Scrivi il dominio come UNIONE dei divers intervalli in cui lafunzione assume vaori Reali.

Segna graficamente gli intervali oi punti in cui lafunzione non esiste.

Studiarecon i limiti il comportamento della funzione agli estremi del CDE

Calcolai limiti, sinistro e destro, della funzione nell'intorno dei punti *¢

E{}lﬁﬂﬂ =

edlinfinito

lim flx)-

Riporta con un segno grafico il comportamento della curva nell'intorno di tali punti.
Ricerca degli eventuali asintoti verticali e orizzontali

=+m
e lm Slx)=2

X =< @un asintoto vertlcale

Slx)=1

lim ..
» Se w—iw (finito) ,
¥ ={&un asintoto orizzontale

Ricercarel'eventualeinter sezione della funzione con I'asse x



Poni a sistema |'equazione della curva con I'equazione dell'asse delle ascisse:
y=fx)
y=10

ovvero risolvi I'equazione 1% =0

Ricercarel'eventualeintersezione della funzione con I'asse y

Poni a sistema |'equazione della curva con I'equazione dell'asse delle ordinate:
y=fix)
x=10

owvero calcola ¥ =/ (0

Studiareil segno dellafunzione

Studiala disequazione Sx 20
Negli intervalli in cui lafunzione risulta positiva, la curva sara situata sopra |'asse delle ascisse.
Riportai risultati sul grafico, escludendo le zone che la curva non attraversa.

Calcolo dellederivate prima e seconda
Il calcolo della derivata prima serve per determinare gli intervali in cui lafunzione cresce o
decresce, e per individuare i probabili punti di massimo e minimo relativi.

Il calcolo della derivata seconda serve per determinare gli intervalli in cui la curva é concavao
convessa, e per individuarei probabili punti di flesso.

Ricerca degli eventuali punti di massimo e di minimo relativo

& F 3

- -
Punto di Punto di
rminirmo massirmo

C.N. affinché un punto siadi massimo o di minimo relativo éche » = (%=

Dunquesi trattadi risolvere tale equazione. | valori *iche la soddisfano sono solo probabili punti di
massimo 0 minimo relativi, in quanto potrebbero anche essere punti di flesso.
| punti in cui s annullaladerivata primasi dicono punti stazionari o punti critici.

Studio della monotonia della funzione



> »

funzione funzione
crescente decrescente

Per sapere se questi sono punti di massimo o di minimo per lacurva s pud procedere in due modi.

1° metodo: s studiail segno della derivata prima, ovvero si impone che BRCIRA

Lo studio degli intervalli di monotonia, cioé dove la curva e crescente o decrescente, ci fa
comprendere sei punti trovati sono di massimo o di minimo.

Seladerivata néll'intorno di tali punti non cambiadi segno, questi non sono né di massimo né di
minimo.

2° metodo: s sostituiscono le ascisse dei punti *nella derivata seconda e si guardail segno che
guesta assume.

SHx) >0 : se e positivala concavita sararivoltaverso |'ato percio il punto e di minimo;
S < I:]: Se e negativala concavita sararivolta verso il basso per cui il punto € un massimo.

x50 =0" e nullail punto & molto probabilmente di flesso.
Calcolo delle ordinate degli eventuali punti di massimo e di minimo relativo

Sostituisci una alavoltale ascisse del punti di massimo o di minimo nell'equazione della curva e
ricaval'ordinata.

Riporta con un segno i risultati sul grafico.

Studio dei punti di non derivabilita

vy A

Punto Cuspide Flesso a
angoloso tangente
verticale

Determinail Campo di Esistenza delladerivataprima. y = f (x)

Se *o& un punto appartenente al CDE della funzione, ma & un punto di non derivabilita:



iy f(x]'_f(xn:l - lim f[x]l—f[xnjl=f

+

» TR XX e 7 AT con{=m
allora™ & un punto angoloso;

]jﬂ-.l. f[x)_f[xﬂ:l=im ]Jﬂ:l f[x‘;l_f[xﬂ‘;I:?m
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» Se e )

allora "0 & una cuspide
]jﬂ]f[x:l_f[xD:l=im
» Ky x—x '

alora™ & un flesso a tangente verticale.

Ricerca degli eventuali punti di flesso a tangente orizzontale

AN

Flessa Flesso
ascendente discendente

imponi & % = Uerisolvi.
| valori che soddisfano |'equazione sono molto probabilmente le ascisse dei punti di flesso.

Studio della concavita e della convessita della funzione:

(VERFO

convessa concava

Studiail segno delladerivataseconda: -~ > 0.
Negli intervalli in cui risulta positiva(f' s 0), lacurvarivolge la concavitaverso l'alto
(convessa), in caso contrario (f %)< 0) volge la concavita verso il basso (concava).

Le soluzioni di & & = Ysono e astisse de punti in cui la curva cambialasuaconcavita, i punti di
flesso, e latangente si dispone orizzontalmente.

Calcolo delle ordinate degli eventuali punti di flesso

Sostituisci unaalavoltale ascisse del punti di flesso nell'equazione della curvaericaval'ordinata
corrispondente.

Riporta con un segno i risultati sul grafico.



Ricerca degli eventuali asintoti obliqui

b f{x) =
o fm /()

e S
=* x chefornisceil coefficiente angolare m dellaretta, e

g = lim [ (x) - smx] . .
Ay chefornisceil valore del termine noto q dellaretta.
Se questi due limiti esistono e sono finiti, aloralaretta ¥ = #* + ¢ ¢ un asintoto della curva.

,dloras calcolanoi duelimiti :

A guesto punto dovresti aver e sufficienti elementi per comporre qualitativamente
['andamento della curva.



