Introduzione

I1 calcolo combinatorio, premessa indispensabile per lo studio del calcolo delle probabilita, s
occupa della determinazione della cardinalita di certi insiemi finiti, assegnati mediante proprieta
caratteristica. 11 problema & usuamente molto complesso e, soprattutto, non esistono metodi
"standard" per risolverlo: forse per questo é ritenuto argomento ostico e difficile.

In gqueste pagine descriveremo le tecniche fondamentali e soprattutto proporremo molti esempi
risolti: I'esame di un gran numero di casi concreti & I'unico modo per acquisire dimestichezza nella
risoluzione di questo tipo di problemi.

E' opportuno segnalare fin da subito che esistono situazioni in cui I'unica strategia che e possibile
utilizzare & quella di scrivere I'insieme in questione e numerare, uno ala volta, i suoi elementi.
L'esempio piu classico e costituito dal seguente problema: Dato un numero naturale n, determinare
la cardinalita, diciamola n(n), dell'insieme dei numeri primi minori di n. Non resta atro dafare che
scrivere pazientemente tutti i numeri richiesti e contarli (almeno per ora, non é escluso che in un
futuro - sicuramente non prossimo - si-riesca a trovare una formula che sostituisca la nota formula

" dx
a(n) ~ —
approssimata 2lnzx dovuta a Gauss).

Come gia segnaato la risoluzione di problemi di Analis Combinatoria richiede modi di
ragionamento e tecniche usualmente poco familiari e che non si lasciano classificare in schemi
standard. Ragionamenti intuitivi portano facilmente a risultati errati ed & opportuno ricondurre i
problemi ad acuni modelli astratti che di solito facilitano la ricerca della tecnica corretta.
Utilizzeremo di normai modelli, classici, dell'estrazione di oggetti da un'uma e della collocazione
do oggetti incelle.

e Modelodell'urna. Consiste nell'estrarre da un'urnadi composizione nota un certo numero di
oggetti. In alcuni cas € previstalareintroduzione nell'umadell'oggetto estratto (modello con
reimbussolarnento), in altri casi no.

e« Modeloacelle. Sitrattadi collocare un determinato numero di oggetti in un dato numero di
celle, essendo a volte consentito che piu oggetti stiano in unacella, altre volte no.

| due approcci sono assolutamente equivalenti, mae utile farniliarizzare con entrambi: a seconda del
tipo di problema puo essere piu semplice schematizzarlo con uno invece che con I'altro.

Ricordiamo, prima di cominciare, la definizione di alcuni simboli di uso comune nel calcolo
combinatorio:

e 1 (nfattoriale): éil prodotto di tutti i numeri naturali daladn. i =1-2-3-...:n

o 1 (nsemifattoriale): ¢ il prodotto di tutti i naturali da 1 ad n che hanno la stessa paritadi n.
Sene pari s ottienedunque: = 24..n; senedispari: h =13..n. E'owiocherd =
o (!

. 0l=1



Disposizioni

Il problema che vogliamo affrontare é il seguente: Dato un insieme di n elementi in quanti modi &
possibile costruire alineamenti ordinati di k di questi elementi?

Esempi

o Dati i simboli 1,2,X, quante colonne di 13 simboli siffatti s possono costruire? (Gioco del
totocalcio).

o Dato un alfabeto di 26 ssimboli, quante sono le parole di tre simboli tutti distinti che s
possono costruire (prescindendo dal significato!)?

e Inunagaradi Formula 1 con 20 piloti, quante sono le possibili teme candidate a salire sul
podio?

S noti che nel primo caso gli alinearnenti richiesti comportano la possibilita di ripetizioni, negli
altri due no.

Utilizzando o schema a celle il problema puo essere visualizzato cosi: Dati n simboli e k caselle
numerate progressivamente, in quanti modi e possibile riempire le k caselle con gli n simboli?

E' chiaro che, se non sono consentite ripetizioni dei simboli, k non deve superare n, altrimenti non ci
sono condizioni.

Utilizzando o schema dell'urna il problema pud invece essere visualizzato cosi: data un'uma con n
palline numerate da 1 ad n, in quanti modi & possibile estrarre k palline a caso, tenendo conto
dell'ordine di apparizione? L'estrazione senza reimbussolarnento equival e a considerare allinearnenti
senza possibilita di ripetizione, quella con reimbussolamento consente invece le ripetizioni.

Se non sono previste ripetizioni il problema pud essere anche riformulato in uno dei modi seguenti:

o Datouninsieme di nelementi quanti sono i suoi sottoinsiemi ordinati di k (1n) elementi?
o Dati dueinsiemi, A di k elementi e B di nelementi, quante sono le funzioni iniettivedi A in
B?

Se sono previsteripetizioni il problema puo essere anche riformulato nel seguente modo:
o Dati dueinsiemi, A di k elementi e B di n elementi, quante sono le funzioni di A inB?

L'interpretazione in termini di funzioni e particolarmente importante e S capisce subito se si pensa
ad una funzione di questo tipo (cioétra due insiemi finiti) come unatabella a doppia entrata: su una
colonna (o riga) tutti gli elementi di A, sull'altrai corrispondenti elementi di B: se gli elementi di B
non s possono ripetere s trattadi funzioni iniettive, altrimenti di funzioni generiche. Qui sotto sono
proposti acuni esempi, con 4={1,2,3} e B={a,b,c,d}; i primi due rappresentano funzioni generiche,
gli ultimi due funzioni iniettive.
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Si da la seguente
Definizione

Dati due insiemi, A di k elementi e B di n elementi, una funzione iniettiva di A in B (0 un
sottoinsieme ordinato di B costituito dak elementi) si chiama unadisposizione semplice di n oggetti
a k ak. ovvero di classe &; una funzione (anche non iniettiva) di A in B si chiama invece una
disposizione con ripetizione di n oggetti ak a4, ovverodi classe .

I numero delle disposizioni semplici di n oggetti di classe k s indica con D, quello delle
disposizioni con ripetizione con D', . E' immediato che valgono le seguenti formule:

nt

Dd=nn-10(n-2)..(n-(k-]) = ., D;’k:nk
ko (n—k)l

Per la dimostrazione basta solo osservare che se si devono riempire k caselline con n simboli, nella
primacasellina si puo mettere uno qualunque dei simboli (n possibilita di scelta), nella seconda uno
dei rimanenti, se non sono consentite ripetizioni (n-I possibilita di scelta), uno qualunque se sono
consentite ripetizioni (ancora n possibilita di scelta).

La seconda delle forrnule da origine ad un simbolo comunemente usato nello studio delle funzioni
trainsiemi: I'insieme di tutte le funzioni dauninsiemeA in uninsieme B s indicaB*. Anzi, seaef
sono due numeri cardinali qualunque, rispettivamente riferiti ad un insieme A e ad un insieme B, s
definisce la potenza B* come la cardinalita dell'insieme B*. Questa definizione nel caso di cardinali
finiti riproduce la classica definizione di potenza, definizione che per0 viene estesa anche ai
cardinali transfiniti. Un caso interessante si ha quando B é costituito da due soli elementi: se li
chiamiamo true efalse, s vede subito che il numero di queste funzioni & uguale a numero del
sottoinsiemi dell'insieme A. Se infatti ad un elemento di A corrisponde il valore true, esso stara nel
corrispondente sottoinsieme, altrimenti no. Per esempio il sottoinsieme vuoto é quello che
corrisponde alla funzione che ad ogni elemento di A fa corrisponderefalse. Per questo motivo s usa
indicare con il simbolo 2* I'insieme delle parti di A, che avra cardinalita 2°. Quesultima simbologia
trova una giustificazione anche nel calcolo delle combinazioni di n oggetti di classek.

Esempio
Dato A = {a,b,c,d}, le disposizioni semplici di classe 2 sono in numero Ds, = 12, e sono: ab, ac, ad,
ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc. Le disposizioni con ripetizione della stessa classe sono invece s

= 4* = 16, e sono | e precedenti 12 con I'aggiunta di aa, bb, cc, dd.

Un problema di suddivisione



Lo schemaa celle puo anche essere visualizzato in un modo complementare rispetto a quello visto
prima. Per considerare una disposizione di n oggetti di classe k si pud immaginaredi avere n celle
(tante quanti sono gli oggetti) e k contrassegni che devono essere distribuiti tra le celle: se ogni cella
ne pud contenere al massimo uno S tratta di disposizioni senza ripetizione, se invece ne puo
contenere anche di piu s tratta di disposizioni con ripetizione. | contrassegni corrispondono, nella
sostanza, a posto che ciascun oggetto occupa nell'allineamento considerato all‘inizio. Consideriamo
per esempio le disposizioni di tre oggetti a due a due. Possiamo pensare di avere tre cassetti,
denominati a, b, ¢, e due contrassegni, indicati con 1, 2, da piazzare nei tre cassetti:

Questo schema ¢ utile per trattare problemi di suddivisione del tipo: avendo k oggetti tra di loro
distinguibili, determinare in quanti modi & possibile suddividerli in n cassetti, tenendo conto di quali
oggetti finiscono nei cassetti, mettendone al pit uno per cassetto (disposizioni senza ripetizione) o
consentendo un numero arbitrario di oggetti nel vari cassetti (disposizioni con ripetizione).

Riassumendo
Unadisposizionedi n oggetti di classek si puo realizzare con:

e Un'estrazione, che tenga conto dell'ordine, di k paline da un'urna contenente n palline
distinguibili (con reimbussolamento se si accettano le ripetizioni, senzanel caso contrario).

e Un riempimento di k celle numerate progressivamente con n simboli diversi, con la
possibilita che ciascun simbolo sia ripetuto piu di una volta (disposizioni con ripetizione)
oppure al massimo una volta (disposizioni semplici).

o Unadistribuzione di k palline distinguibili in n celle (cassetti) diverse, con possibilita che
ciascuna cella contenga anche piu palline (disposizioni con ripetizione) oppure al massimo
una pallina(disposizioni semplici).

Per esempio una colonna del totocalcio puo essere vista:

e Come una successione di 13 estrazioni, con reimbussolamento, da un'urna contenente |
simboli 1,X,2.

e Comeil riempimento di 13 celle, numerate progressivamente, con i simboli 1,X,2.

e« Come la sistemazione In tre cassetti, denominati 1,X,2, dei numeri da 1 a 13, essendo
consentito che qualcuno del cassetti possarestare vuoto.




Disposizioni - Esercizi risolti
Esercizio 1. In unagaracon 25 concorrenti vengono premiati i primi cingque.

1. Quante sono le possibili assegnazioni dei premi?
2. Quante sono le possibili assegnazioni dei premi se s sa che il concorrente Ross e
sicuramentetraessi?

3. Quante sono le possibili assegnazioni del premi sesi sache Rossi arrivera secondo?

Nel primo caso basta fare D5 s=6375600. Nel secondo caso basta disporre i 24 concorrenti diversi
da Rossi nelle quattro posizioni possibili (Dy44=255024) e poi piazzare Rossi, che potra andare in
uno dei cinque posti possibili: 255024-5=1275120. Nell'ultimo caso si dovranno solo piazzare i 24
concorrenti diversi da Rossi nelle quattro posizioni possibili (D24 4=255024).

Esercizio 2. Quanti sono gli anagrammi della parolacane?
Si trattadi calcolare le disposizioni di 4 oggetti distinti di classe4. Si ottiene 24.

Esercizio 3. Quante sono le possibili targhe di automobili costruite con due lettere, tre numeri, due
lettere, sel'alfabeto & di 26 simboli e selaprimaletteradel primo gruppo non deve essere la"z"?

Per quanto riguarda le lettere g tratta di trovare le disposizioni con ripetizione di 26 oggetti, di
classe 4, e poi togliere quelle che cominciano con zeta; le prime sono 26", le seconde sono le
disposizioni di 26 oggetti di classe 3, ovvero 26°. S ottiene 439400. Naturalmente si potevano
anche disporre tutte le 26 lettere nei posti due, tre, quattro e solo le 25 lettere diverse da zeta nel
posto uno, ottenendo sempre lo stesso risultato. | numeri di tre cifre sono, naturalmente, 1000 (si
tenga conto che, per esempio, 12 deve essere in realta pensato come 012). in totale le targhe
possibili sono dunque 439400000.

Esercizio 4. Risolvere I'equazione Dy, s=3-D; 4.

Si deve tenere conto che xsN# x>5. Dopodiché si pud scrivere: x(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)=3x(x-1)(x-
2)(x-3), owero x=7, soluzione accettabile, date le condizioni.

Esercizio 5. In una gara devono venire premiati i primi tre classificati per ogni categoria di

partecipanti. Se le categorie sono tre e i partecipanti sono 10, 15, 18 rispettivamente, quante sono le
possibili premiazioni?

Si tratta di fare Dyg3-Dis3-Diss, ottenendo 9623577600. Come spesso succede nel calcolo
combinatorio si tratta di un numero enorme!

Esercizio 6. Quanti sono i numeri minori o uguali a 440000 che hanno tre cifre 4 contigue e un solo
7?7

La cosa pit semplice da fare ¢ di esaminare i casi possibili, contandoli in maniera opportuna
Intanto osserviamo che le tre cifre 4 contigue non possono stare ad inizio numero, e cosi pure il 7.
Le possibilita sono quelle indicate di seguito.

e Ci sono 4-8 possbilita del tipo *7444* (Al primo posto 0,1,2,3; al'ultimo
0,1,2,3,5,6,8,9).
e Cisono4-8 possibilita del tipo *7*444 (Al primo posto 0,1,2,3; d terzo 0,1,2,3,5,6,8,9).




e Ci sono 4.9 possibilita del tipo *4447* (Al primo posto 0,1,2,3; al'ultimo
0,1,2,3,4,5,6,8,9).

e Ci sono 4-8 possibilita del tipo *444 *7 (Al primo posto 0,1,2,3; a quinto
0,1,2,3,5,6,8,9).

e Esaminiamo orail caso **4447: a primo posto s puo avere 0,1,2,3 e a secondo posto
0,1,2,3,5,6,8,9 (32 possihilita); se invece a primo posto si ha un 4, a secondo s deve
avere0,1,2,3, cioé altre quattro possibilita, per untotale di 36.

e Esaminiamo infine il caso **7444: a primo posto s pud avere 0,1,2,3 e a secondo
posto 0,1,2,3,4,5,6,8,9 (36 possibilita); seinvece a primo posto si ha un 4, al secondo si
deve avere 0,1,2,3, cioé altre quattro possibilita, per untotale di 40.

In totale 208 possibilita.
Questo esercizio e interessante perché, nella sostanza, bisogna ridursi afare un "conteggio bruto".

Esercizio 7. Quante sono le applicazioni iniettive di un insieme di 6 elementi in un insieme di 8
elementi?

Sono Dg 6=20160.
Esercizio 8. Quanti sono i numeri di 5 cifre tutte distinte che iniziano con 3?
Si trattadi disporrele cifre diverse da 3 ai posti 2,3,4,5. Si ottiene Dg 4=3024.

Esercizio 9. In quanti modi posso sistemare 3 camicie diverse (una Blu, una Rossa, una Gialla) in 2
cassetti, se & consentito che un cassetto possa anche restare vuoto?

S tratta delle disposizioni, con ripetizione, di 2 oggetti a tre a tre: D23 = 2° = 8. Le possiamo
visualizzare nel seguente schema:
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Le disposizioni richieste si possono anche visualizzare pensando a 3 caselle, denominate B,R,G da
riempire coni simboli 1,2 che indicano i cassetti dove |e camicie vengono sistemate:

In questo schema il concetto di "ripetizione" € piu evidente.
















